
ΕΥΑΓΓΕΛΟΥ Σ. ΣΤΑΜΑΤΗ 

Η Α Ν Α Κ Α Λ Υ Ψ Ι Σ Τ Η Σ Α Σ Υ Μ Μ Ε Τ Ρ Ι Α Σ Υ Π Ο Τ Ο Υ Π Υ Θ Α Γ Ο Ρ Ο Υ 

Κατά τους τελευταίους χρόνους δ διακεκριμένος Γερμανός Ελληνιστής Kurt 
von Fritz έδημοσίευσε πραγματείαν ύπό τον τίτλον « Ή άνακάλυψις της ασυμμε
τρίας» 1 ένθα υποστηρίζει, δτι την άσυμμετρίαν εις τά Μαθηματικά άνεκάλυψεν ό 
Πυθαγόρειος " Ι π π α σ ο ς 2 . Προς τοΰτο επικαλείται τάς έξης τεσσάρας πληροφορίας : 

1. Άνώνυμον σχόλιον εις τον Φαίδωνα του Πλάτωνος, άναφερόμενον εις έρ
γον περί μουσικής του μαθητού του 'Αριστοτέλους Άριστοξένου, οπού δηλοΰται, 
οτι πρώτος ό "Ιππασος έξετέλεξε πείραμα ακουστικής με μεταλλικούς δίσκους 
τής αυτής διαμέτρου, 

2. Πληροφορίαν του Βοηθίου ( 4 8 0 — 5 2 4 μ. Χ.)» κ α θ ' ην ό "Ιππασος ήσχολήθη 
με την θεωρίαν κατασκευής τής μουσικής κλίμακος, 

3. Πληροφορίαν του Ταμβλίχου, καθ ' ην ό "Ιππασος ήσχολήθη με τήν θεω

ρίαν των αναλογιών, και 
4. Πληροφορίαν του Ί α μ β λ ί χ ο υ , καθ' ην ò "Ιππασος ήτο επίσης ό πρώτος 

δστις έσχεδίασε καί κατεσκεύασε το εις σφαΐραν έγγραφόμενον κανονικον δωδε-
κάεδρον καί ότι έδημοσίευσε τούτο παρά τάς άπαγορευτικάς διατάξεις τής Πυ
θαγορείου Σχολής 3 . 

Έ ν συνεχεία προσθέτει ό Kurt von Fritz, δτι εκ τών τεσσάρων τούτων πληρο
φοριών ή πρώτη καί ή τετάρτη εχουσιν ίδιαιτέραν σπουδαιότητα τίνα μόνον έν 
συνδυασμώ προς τήν προ')την. 

Καί αϊ τέσσαρες ανωτέρω πληροφορίαι είναι ελλιπείς. Διότι αληθές είναι δτι 
πρώτος ό Πυθαγόρας έξετέλεσε πειράματα με τα α γ γ ε ί α καί το μονόχορδον, ως 
πληροφορεί ήμας ό Θέων ό Σμυρναίος 4 , δστις γράφει : 
«τους δε συμφωνοϋντας φθόγγους εν λόγοις τοις προς αλλήλους πρώτος άνευρη-

κέναι δοκεϊ Πυθαγόρας ταύτας δε τάς συμφωνίας ol μεν από βαρών ήξίουν 
λαμβάνειν, ol δε από μεγεθών, οι δέ από κινήσεων [καί αριθμών], οι δε από 
αγγείων [καί μεγεθών]. Λασος δε ό 'Ερμιονεύς, ώς φασι, καί οι περί τον Μετα-
ποντΐνον "Ιππασον Πυθαγορικον άνδρα συνέπεσθαι τών κινήσεων τα τάχη καί 
τάς βραδύτητας δι' ών ai συμφωνίαι , εν αριθμού ηγούμενος 
(sc. Πυθαγόρας) λόγους τοιούτους ελάμβανεν επ* αγγείων». 

Ό Kurt von Fritz δεν έ'λαβεν υ π ' όψει το κείμενον του Θέωνος τοΰ Σμυρ
ναίου, σελ. 56, 9—10 καί 59, 11—12, δπου αναφέρεται, δτι πρώτος έξετέλεσε τα 
σχετικά πειράματα ό Πυθαγόρας καί οχι ό "Ιππασος. "Οθεν ή πρώτη εκ τών τεσ
σάρων ανωτέρω πληροφοριών είναι ελλιπής καί κατά συνέπειαν εξαλείφονται καί 
αί ύπ' αριθμ. 2 καί 3 πληροφορίαι, τών οποίων ή ισχύς εξαρτάται υπό τοΰ Kurt 
von Fritz έκ τής πρώτης πληροφορίας. 

1. Die Entdeckung der Inkommensurabilität, in Ο. Becker, Zur Geschichte der grie
chischen Mathematik, Darmstadt 1965, S. 271—307. 

2. "Ιππασος ό Κροτωνιάτης ή Μεταποντΐνος ή Συβαρίτης. Ίάμβλιχος Περί Πυθαγορικοϋ 
βίου, ρ. 47, 3 καί 144,20, Deubner. 

3. Δια τάς 4 πληροφορίας ίδε καί Η. Diels, Fr. Vorsokr. I 18 [8]. 
4. Theon Smyrnaeus, Expos, rer. mathem., 56, 9—59,12, E. Hiller. 
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Άλλά και ή τετάρτη πληροφορία, έκ των ανωτέρω, είναι ελλιπής, διότι ό 
Ίάμβλιχος 5 λέγει τά έξης : 

«Περί δ' Ίηπάοον λέγονσι, ώς ήν μεν τών Πυθαγορείων, δια δε το εξενεγκεΐν 
και γράψασθαι πρώτος σφαΐραν την έκ των δώδεκα πενταγώνων άπόλοιτο κατά 
θάλατταν ώς άσεβήσας, δόξαν ôè λάβοι ώς (εύρων), είναι δε πάντα εκείνον τον 
ανδρός' προσαγορενοναι γαρ οϋτω τον Πνθαγόραν καΐ ον καλονσιν ονόματι». 

Ό Kurt von Fritz δεν έ'λαβεν υπ* δψει την ανωτέρω φράσιν «δόξαν δε λάβοι 
ώς (ενρών), είναι δε πάντα εκείνον τον ανδρός' προσαγορενοναι γαρ οϋτω τον 
Πνθαγόραν και ον καλονσιν ονόματι». 

Μαρτυρίαν δτι ό Πυθαγόρας άνεκάλυψε την άσυμμετρίαν Ιχομεν του Πρό
κλου 6 ό όποιος γράφει : 

«επί δε τούτοις Πυθαγόρας, ος δη και την των αλόγων πραγματείαν και την 
των κοσμικών σχημάτων σνστασιν άνενρεν». 

"Οτι εις εν έκ τών χειρογράφων υπάρχει ή φράσις «των ανά λόγον» αντί τών 
«αλόγων», την οποίαν Η. Diels έχει περιλάβει εις τους Vorsokratiker Ι 14 [ 4 ] 
ρ. 98, τούτο δεν μεταβάλλει την πληροφορίαν του Πρόκλου, διότι είναι φανερόν, 
δτι ή φράσις «τών άνά λόγον», ούδεμίαν έ'ννοιαν έχει ενταύθα και είναι πταίσμα 
του άντιγραφέως. Ό αυτός Πρόκλος αναφέρει, δτι ό Πυθαγόρας 7, έκτος του 
Πυθαγορείου θεωρήματος άνεκάλυψε καί τάς άκεραίας λύσεις της διοφαντικής έξι-
σώσεως ζ 2 = x2 + y2. Ai ανακαλύψεις αύται ύποδηλοΰσι καί το μέγεθος τών μα
θηματικών ανακαλύψεων τών αρχαίων Ελλήνων κατά τον 6ον καί δον αιώνα π. Χ., 
άφοΰ ό βίος του Πυθαγόρου τοποθετείται από 580—480 π. Χ. κατά τάς περισ-
σοτέρας μαρτυρίας. 

"Οτι αλλαι πληροφορίαι άποδίδουσιν εις τον Θεαίτητον 8 την άνακάλυψιν καί 
έγγραφήν εις σφαΐραν του όκταέδρου και του είκοσαέδρου, καί την σπουδήν τών 
ασύμμετρων γενικώς, τήν περιεχομένην εις το 10 βιβλίον τών Στοιχείων του Εύ-
κλείδου, τούτο δεν επιδρά επί της πληροφορίας του Πρόκλου, δτι πρώτος εύρων 
τήν άσυμμετρίαν είναι ό Πυθαγόρας. 

Ό Πλάτων αναφέρει εις τον Θεαίτητον ( 147 D 2 — 148 Β 2), δτι κατ' άνα-
κοίνωσιν του Θεαίτητου, προς τον διαλεγόμενον Σωκράτη, ό Θεόδωρος ο Κυ-
ρηναΐος άπεδείκνυε τήν άσυμμετρίαν τών παραστάσεων yâ", \Τ, y"ë . . . . f ïT . 
Τοΰτο ύποδηλοΐ, δτι πολύ προ της συνομιλίας εκείνης, ή οποία τοποθετείται περί 
το 420 π. Χ., είχε γίνει ή άπόδειξις της ασυμμετρίας της \[2 , ή οποία προέκυψεν 
ώς πρόβλημα μετά τήν άπόδειξιν του Πυθαγορείου θεωρήματος καί κατά τήν 
σπουδήν του τετραγώνου καί οχι του πενταγώνου. Τό τετράγωνον προηγείται του 
πενταγώνου, κατά τήν γεωμετρικήν ερευναν. 

Έ κ της σπουδής κατά τήν κατασκευήν τετραγώνων προέκυψεν ή θεωρία τών 
πλευρικών καί διαμετρικών αριθμών, τήν οποίαν άναφέρουσιν ό Θέων ό Σμυρναίος, 
ό Ίάμβλιχος καί ό Πρόκλος 9 . Διά τών πλευρικών καί διαμετρικών αριθμών άπο-

5. Ίάμβλ. Περί της Κοινής Μαθημ. Επιστήμης. De comm. mathem. scient. 216. 
Festa 77,18-24. 

6. Πρόκλος εις Εύκλείδην 65,15—21. Friedlein. 
7. Πρόκλος είς Εύκλείδην 426,1—9 καί 428,7—21. Friedlein. 
8. Ευκλείδης, Elem. V 654. 1. Heiberg, καί V, 2 ρ. 291, 1—9, Heiberg - Stamatis. 
9. Θέων Σμυρναίος, 42,10—45, 8, Hiller. Ίάμβλιχος, Είς Νικομ. 'Αριθ. Είσ. 128—130, 

Pistelli 91, 21—93, 7. Πρόκλος, Είς Πολίτείαν ΓΓλάτ. Π σελ. 24 κ.έ. 393 κ.έ. Kroll. 
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δεικνύεται και γεωμετρικώς 1 0 ή ασυμμετρία της \/Τ. Δεν είναι γνωστόν πώς ό 
Πυθαγόρας άνεκάλυψε την άσυμμετρίαν. 'Αριθμητική άπόδειξις της ασυμμετρίας 
της \[~2 μνημονεύεται παρά του 'Αριστοτέλους n και του Εύκλείδου 1 2 . 

Ένδιαφέρουσαν πραγματείαν περί του τρόπου της άνακαλύψεως των ασύμμε
τρων μεγεθών υπό τών Ε λ λ ή ν ω ν έδημοσίευσεν ò Η. J. Wasckies 1 3 , ό όποιος ισχυ
ρίζεται, δτι ή άνακάλυψις τών ασύμμετρων μεγεθών ανήκει εις τα πρώτα επι
τεύγματα τών Ελληνικών Μαθηματικών. 

Ό Kurt von Fritz στηρίζει τήν γνώμην του, δτι ή ασυμμετρία απεδείχθη πολύ 
βραδύτερον της εποχής του Πυθαγόρου και εις επιστολήν προς αυτόν του Ο. Neu-
gebauer, δστις λέγει, δτι ή άνακάλυψις της ασυμμετρίας θα έγινε το ένωρίτερον 
περί τάς αρχάς του 4ου αι. π . Χ., διότι τα Ελληνικά Μαθηματικά κατά τον δον 
αιώνα ήσαν μηδαμινά καΐ ευτελή. Δηλαδή, ή έπινόησις της αποδείξεως εις τα Μα
θηματικά, ή οποία αποτελεί εν εκ τών υψίστων επιτευγμάτων του ανθρωπίνου 
πνεύματος, ή γενομένη κατά τον 6ον αιώνα π. Χ., δτε μνημονεύονται αποδείξεις 
μαθηματικών προτάσεων γενόμεναι υπό του Θ α λ ο υ 1 4 , είναι κατά τον Ο. Neuge-
bauer μηδαμινή και ευτελής. Ό 'Εμμανουήλ Κάντιος 1 5 έχει άντίθετον γνώμην. 
Είναι άξιον παρατηρήσεως εν προκειμένω το γραφόμενον υπό του Ο. Neugebauer, 
δτι καΐ οί Βαβυλώνιοι είχον εις τα Μαθηματικά των εν είδος αποδείξεως 1 6 . Λη
σμονεί ό συγγραφεύς, δτι ή γνώμη του αδτη αντιβαίνει προς τον νόμον της Λογι
κής, της του τρίτου άποκλείσεως (Principium exclusi tertii). Οί Βαβυλώνιοι ή 
ειχον άπόδειξιν εις τά Μαθηματικά των ή δεν είχον. 'Ενδιάμεσος κατάστασις 
δεν υπάρχει. 

'Αλλά και ό τετραγωνισμός τών μηνίσκων του 'Ιπποκράτους του Χίου, ή τετρα-
γωνίζουσα καμπύλη του Ί π π ί ο υ του 'Ηλείου, το θεώρημα, δτι οί κύκλοι είναι 
προς αλλήλους ως τά τετράγωνα τών διαμέτρων (ΕΙ. 12, 2 ) , το Θυμαρίδειον Έ π ά ν -
θημα, και άλλαι μαθηματικαΐ ανακαλύψεις τών Ελλήνων, γενόμεναι κατά τον δον 
αι. π . Χ. δέν είναι ανακαλύψεις ευτελείς και μηδαμιναί. Παρόμοιας αντιλήψεις περί 
τών Ελληνικών Μαθηματικών έ'χει δημοσιεύσει ό Ο. Neugebauer ΐ7 και άλλαχου. 

10. Otto Toeplitz, Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung I, S. 2—5, Berlin 
1949, Springer, Paul-Henri Michel, De Pythagore à Euclid, Paris 1950, p. 438—441. 
Εύ. Σ. Σταμάτη, Εύκλείδου Γεωμετρία - Θεωρία αριθμών, Στοιχείων τόμ. II σ. 8—14, 
'Αθήναι 1953. 

11. Άριστ. Αναλυτικά Πρότερα 41α 26, Bekker. 
12. Εύκλ. Στοιχείων 10, Παράρτημα 27. 
13. Eine neue Hypothese zur Entdeckung der Inkommensurablen Grössen durch die 

Griechen, Archiv for History of Exact Scienses, vol. 7, Nr. 5, 1971, p. 325—353, 
Berlin, Springer. 

14. Πρόκλος εΕς Εύκλείδην, 157,10. 250,20. 299,1. 352,14. Friedlein. 
15. Imm. Kant, Kritik der reinen Vernunft, Vorrede, von R. Schmidt, Leipzig 1944. 
16. O. Neugebauer, Vorgriechische Mathematik I, Berlin 1934, S. 35. 168. 203. 

Springer. 
17. 0 . Neugebauer, Zur geometrischen Algebra [Studien zur Geschichte der antiken 

Algebra III] in : Quellen und Studien zur Geschichte d. Mathematik, Astronomie, 
Physik, Β 3, Berlin 1936, S. 258 f. Und Ev. S. Stamatis, Über Euklid den Mathe
matiker, Das Altertum Β 9. 1963. Heft 2. Berlin. 
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DIE ENTDECKUNG DER INKOMMENSURABILITÄT 

DURCH PYTHAGORAS 

Z U S A M M E N F A S S U N G 

Der hervorragende Kenner der altgriechischen Literatur Kurt vonFritz behauptet 
in einem Beitrag (Fussnote 1), dass die Entdeckung der Inkommensurabilität 
durch den Pythagoreer Hippasos gemacht wurde. Er stützt seine Meinung auf fol
gende vier Aussagen : 1) Anonymes Scholion in Plat. Phaedon, nachdem Hippasos 
als erster ein Experiment mit metallscheiben durchgeführt haben soll. 2 ) Boethius 
schreibt ihm eine Theorie der Tonleiter zu. 3) Iamblichos sagt, Hippasos habe 
sich mit der Theorie der Proportionen und Mittel beschäftigt, und. 4) Nach 
Iamblichos war Hippasos auch der erste, der den aus 12 regelmässigen Fünfecken 
bestehenden Kugelförmigen Körper zeichnete oder Konstruierte. Von dieser vier 
Aussagen sind die erste und die vierte besonders wichtig, während die zweite und 
dritte von einer gewissen Bedeutung in Verbindung mit der ersten sind, schreibt der 
Verfasser. Alle vier Aussagen sind mangelhaft, weil : der erste, der akustische 
Experimente mit metallscheiben gemacht hat, war Pythagoras und nicht Hippasos 
(F. note 4). Folglich verschwinden auch die Aussagen 2 und 3 deren Gültigkeit 
von der 1. Aussage abhängt. Die vierte Aussage ist auch mangelhaft, weil - wie 
Iamblichos schreibt - Hippasos auch als erster - der die konstruktion des regelmäs
sigen dodekahedrons entdeckt hat - erscheinen wollte, während jedoch alles damit 
zusammenhängende jenem Mann zu verdanken ist, denn so redete man den Py
thagoras an (F. note 5). 

Zeugnis, dass Pythagoras der Entdecker der Inkommensurabilität ist, gibt 
Proklos (Fn. 6) . Dass es in einem Manuskript der satz άνα λόγον statt άλογων 
gibt, stört die Aussage des Proklos nicht, weil der Satz άνα λόγον hier keinen 
Sinn hat, und somit klar ist, dass es sich um einen Fehler des Abschreibers 
handelt. Die Untersuchung des Fünfeckes setzt die Untersuchung des Quadrates 
voraus. Den geometrischen Beweis der Inkomm, von ViT entnimmt man durch die 
seiten - und Diagonalzahlen (F. n. 9 und 10). Es ist nicht bekannt wie Pythagoras 
den Beweis der Inkommensurabilität geführt hat. 

Der Verfasser stützt seine Meinung, dass die Inkomm, zeitlich nach dem 
Leben des Pythagoras entdect wurde, auch auf einen Brief 0 . Neugebauer* s der 
schreibt, dass die griechische Mathematik im 5. Jahrhundert trivial war. Die 
Entdeckung des Beweises in der Mathematik im 6. Jahrhundert, die eine der 
höchsten Errungenschaften des menschlichen Geistes ist, ist nach 0. Neugebauer 
trivial. Imm. Kant ist der gegenteiligen Meinung (F. n. 15). Thaies von Milet 
hat im 6. Jahrhundert einpaar geometrische Sätze bewiesen (F. n. 14). Bemer
kenswert ist das von 0 . Neugebauer früher geschriebene, dass die Babylonier in 
ihrer Mathematik eine Art von Beweise kannten. (F. n. 16). Diese Meinung stösst 
gegen das Gesetz der Logik, Principium exclusi tertii. Die Babylonier entweder 
kannten einen Beweis oder nicht. Einen intermediären Zustand gibt es nicht. 
Ahnliche Auffassungen hat 0. Neugebauer auch früher veröffentlicht (F. note 17). 

Der Satz Kreise verhalten sich wie die Quadrate über den Durchmessern (Elem. 
12, 2), die Quatratur der Mödchen des Hippokrates von Chios, die Quadratrix 
des Hippias von Elis, das Epanthem von Thymaridas, und viele andere im 5. 
Jahrundert bewiesene Sätze sind nach 0 . Neugebauer trivial. 


