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Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η 

Τα πρώτα δέκα θεωρήματα του δευτέρου βιβλίου των Στοιχείων του Εοκλείδου 
περιέχουν τήν λεγομένην γεωμετρικήν άλγεβραν των αρχαίων Ελλήνων, θεωρούνται 
δέ ώς δημιουργία των πρώτων Πυθαγορείων, οί όποιοι τοποθετούνται χρονικώς περί το 
έτος 500 π. Χ. Το περιεχόμενον τών δέκα αυτών θεωρημάτων αναφέρεται είς τάς θεμε· 
λιώδεις ταυτότητας της άλγεβρας. Ή άπόδειξις είς αυτά γίνεται γεωμετρικώς. Ό δρος 
«άλγεβρα> είναι ώς γνωστόν αραβικός. ΕΙς πολλούς επικρατεί ή άντίληψις δτι ό κλά
δος της μαθηματικής επιστήμης ό επικαλούμενος άλγεβρα είναι δημιούργημα τών 'Αρά
βων. Ουδέν τούτου άναληθέστερον. Πρόκειται περί μύθου, ό όποιος μεταδιδόμενος άπό 
γενεάς είς γενεάν κινδυνεύει νά μετατραπη είς Ιστορικήν άλήθειαν. Τό αληθές έν προ
κειμένω είναι δτι οί "Άραβες άπό του ογδόου περίπου αΙώνος μ. Χ. ήρχισαν νά μετα
φράζουν τα μαθηματικά συγγράμματα τών αρχαίων Ελλήνων καΐ νά μελετοΟν αυτά 
επισταμένως. Έπινόησις ή άνακάλυψις έστω καΐ ένας μόνου μαθηματικού θεωρήματος 
ύτιό τών 'Αράβων, εις ήμας τουλάχιστον δέν είναι γνωστή, όπως δέν είναι γνωστή καΐ 
έπινόησις ή άνακάλυψις θεωρήματος τίνος ύπό τών "Ρωμαίων. ΆρκεταΙ μαθηματικοί 
προτάσεις τών αρχαίων Ελλήνων αϊ δποΐαι δέν έσώθησαν είς τήν έλληνικήν γλώσσαν 
διεσώθησαν είς τήν άραβικήν. Οοτω έκ τών 8 βιβλίων τών περίφημων Κωνικών τοΟ με
γάλου γεωμέτρου της αρχαιότητος 'Απολλώνιου, τα τέσσαρα πρώτα έσώθησαν είς τήν 
έλληνικήν καΐ τα τρία επόμενα εις τήν άραβικήν, έν φ τό δγδοον άπωλέσθη. 

ΟΙ Πυθαγόρειοι δέν εΐχον δημιουργήσει άλγεβρικόν συμβολισμόν. Καθ* δσον είναι 
γνωστόν μέχρι σήμερον ό αλγεβρικός συμβολισμός παρετηρήθη τό πρώτον είς τα 'Αρι
θμητικά του Διοφάντου. 

Ό Διόφαντος ήκμασε, κατά πασαν πιθανότητα, περί τό 250 μ. Χ. έν 'Αλεξάν
δρεια δπου απέθανε καΐ ετάφη. Έκ τών έργων του ή πραγματεία ύπό τον τίτλον 'Αρι
θμητικά άπετελείτο έκ 13 βιβλίων. Έκ τούτων έσώθησαν μόνον τα πρώτα δξ, έν φ τα 
επόμενα έπτα άπωλέσθησαν. 

Τό περιεχόμενον τών 'Αριθμητικών αναφέρεται είς τήν έπίλυσιν αλγεβρικών εξι
σώσεων καΐ συστημάτων καΐ μάλιστα συστημάτων, δπου οί άγνωστοι είναι περισσότε
ροι τών διδομένων εξισώσεων. 'Αλλά καΐ μεμονωμένοι εξισώσεις περιέχουσαι περισσο
τέρους του ενός άγνωστους υπάρχουν είς τα 'Αριθμητικά. Εκείθεν δέ καΐ ή ονομασία 
τών τοιούτων εξισώσεων ώς διοφαντικών εξισώσεων. "Ενταύθα δέον νά προστεθβ δτι 
αϊ διοφαντικαΐ εξισώσεις δέν είναι έπινόησις του Διοφάντου. Ό Πυθαγόρας μνημονεύε
ται ώς πρώτος έπιλύσας τήν έξίσωσιν z , =x , +y», ήτις είναι διοφαντική έξίσωσις δευτέ
ρου βαθμού, περιέχουσα τρεις άγνωστους είς τήν δευτέραν δύναμιν. Κατά συνέπειαν ή 
έρευνα τών διοφαντικών εξισώσεων γίνεται τό πρώτον περί τό 540 π. Χ., δτε τοποθε
τείται ή ακμή του Πυθαγόρου. 

Εις τήν Δυτικήν Εύρώπην αϊ άλγεβρικαΐ γνώσεις τών αρχαίων Ελλήνων έκ τών 
'Αριθμητικών του Διοφάντου μετεφέρθησαν τό πρώτον ύπό του έμπορου καΐ μαθηματι-
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Koö Λεονάρδου της Πίζης (Fibonazzi) περί το έ*τσς 12C0 μ. Χ. Φαίνεται δτι ô Fibonazzi 
μετείχε των Σταυροφοριών είτε ώς οπλίτης είτε ώς Ιμπορος. ΕΙς τήν έν Ίταλίςι έκδο-
θεΐσαν άλγεβραν του Fibonazzi υπάρχουν πολλά προβλήματα έκ των 'Αριθμητικών 
του Διοφάντου, ώς προβλήματα Fibonazzi. Κατά το Ιτος 1572 ô καλός, "Ιταλός επίσης, 
μαθηματικός Bombelli έδημοσίευσε τήν περίφημον άλγεβράν του, ή οποία περιείχε 143 
προβλήματα έκ τών 189 τών έ'ξ σωθέντων βιβλίων τών 'Αριθμητικών τοΟ Διοφάντου, 
ώς Ιδικά του. (P. ver Eecke, Diophante d' Alexandrie, σελ. LXII—LXVII). 

Tò έλληνικον κείμενον τών 'Αριθμητικών του Διοφάντου, μετά του περισωθέντος 
μικρού" μέρους (τεσσάρων θεωρημάτων) της πραγματείας του περί Πολυγώνων αριθμών, 
έδημοσιεύθη δια τοΟ τόπου το πρώτον έν Παρισίοις τώ 1621 όπό του Γάλλου μαθημα
τικού Gaspar Bachet, Sieur de Méziriack έκ χειρογράφου ευρισκομένου έν τη βιβλιο
θήκη τών Παρισίων. Ή δευτέρα δκδοσις τούτου έγένετο πάλιν έν Γαλλίςι οπό τοΟ Σα
μουήλ Fermât, υΙοΟ του Πέτρου Fermât, σπουδαίου τούτου μελετητοΰ και σχολιαστου 
του Διοφάντου. Ή τρίτη Ξκδοσις τών 'Αριθμητικών έγένετο έν Λιψία όπό του Γάλλου 
μαθηματικού Paul Tannery (Β. G. Teubner) είς δύο τόμους. ΕΙς τον πρώτον τόμον 
(1893) περιέχονται τα 'Αριθμητικά καί τό Περί πολυγώνων αριθμών (άρχαΐον κείμενον 
καΐ μετάφρασις αντίστοιχος είς τήν λατινικήν), έν ώ είς τον δεύτερον τόμον (1895) πε
ριέχονται αριθμητικά επιγράμματα έκ της Παλατίνης 'Ανθολογίας καί σχόλια είς τα 
'Αριθμητικά του Διοφάντου. Ή τετάρτη έκδοσις του κειμένου τών 'Αριθμητικών έν Ευ
ρώπη έγένετο ύπ* έμου περί τό τέλος του 1963 ('Αθήναι, 'Οργανισμός "Εκδόσεως Διδα
κτικών Βιβλίων). Αοτη περιέχει τό άρχαΐον κείμενον, άντίστοιχον μετάφρασιν είς τήν 
νέαν Έλληνικήν καί επεξηγήσεις αναγκαίας προς κατανόησιν τών προβλημάτων. ΕΙς 
τήν δκδοσιν ταύτην δέν περιελήφθησαν τά παλαιά σχόλια. 

Τό πρόβλημα, τό όποιοι αναλύεται κατωτέρω είναι τό 19ον του τρίτου βιβλίου 
τών 'Αριθμητικών. Ό αναγνώστης δέν θα δυσκολευθη να άντιληφθη καί να εκτίμηση τό 
μεγαλεΐον τοΟ 'Ελληνικού πνεύματος καί είς τον άλγεβρικόν λογισμόν. Ό χρησιμο
ποιούμενος κατά τήν άνάλυσιν συμβολισμός είναι ô σύγχρονος αλγεβρικός συμβολι
σμός. Ό Διόφαντος αντί του συμβολισμού τούτου χρησιμοποιεί φράσεις καί λέξεις δη
λωτικός τών πράξεων. Καί τούτο επιτείνει Ιτι περισσότερον τον θαυμασμόν μας δια τήν 
άλγεβρικήν δημιουργίαν τών αρχαίων Ελλήνων. 

Τό προς άνάλυσιν πρόβλημα : 

Βιβλίον III, πρόβλημα 19ον. 

Να εύρεθώσι τέσσαρες αριθμοί, δπως τό τετράγωνον τοΟ αθροίσματος αυτών ή 
σύν Ικαστον ή μείον έκαστον αριθμόν σχηματίζη τετράγωνον. 

"Εστωσαν οι τέσσαρες άγνωστοι αριθμοί y, z, ω, φ. 
Τά τέσσαρα έπιτάγματα τοΟ προβλήματος είναι : 

(j+z+GH^)*±y=T8TpaYa)voc, (1), (y+z-f ω+Φ)*±ζ=τετράγωνος, (2), 

(y+z-f ω-Γ-φ)8±ω==τετράγωνος, (3), ^+ζ-Γ-ω+φ) ,±φ=τβτράγωνος, (4). 

θεωρεί τήν έξίσωσιν α , = β ΐ + γ ϊ του Πυθαγορείου θεωρήματος καί τήν έκ ταύτης 
ταυτότητα 

α , ±2βγ=β*+γ 9 ±2βγ=(β±γ) ' 

καί λέγει δτι τό πρόβλημα είναι ίσοδύναμον προς τό πρόβλημα, να εορη τέσσαρα ορ
θογώνια τρίγωνα Εχοντα τήν αυτήν ύποτείνουσαν καί διαφόρους καθέτους πλευράς. 
Τούτο, λέγει, είναι τό Ιδιον προς τό πρόβλημα, δοθείς τετράγωνος να άναλυθη είς 
άθροισμα δύο τετραγώνων κατά τεσσάρας διαφόρους τρόπους, «καί ήμεΐς έμάθομεν νά 
άναλύωμεν τετράγωνον αριθμόν είς δύο τετραγώνους κατ* απείρους τρόπους». 
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[Ή άνάλυσις τετραγώνου αριθμού" είς άθροισμα δύο τετραγώνων αποτελεί άντι-
κείμενον του 8ου προβλήματος του δευτέρου βιβλίου των 'Αριθμητικών καΐ έχει ώς 
έξης: 

"Εστω 6 προς άνάλυσιν τετράγωνος δ γ*. Καλεί τον Μνα των ζητουμένων τετρα
γώνων Xs. Ό άλλος θα εΐναι τότε γ*—χ», (1). Λαμβάνει τυχόν πολλαπλάσιον της 
τετραγωνικής όίζης του χ*, έστω το μχ, ένθα μ=^1 καΐ σχηματίζει τήν τετραγωνικήν 
ρίζαντοΟ Αλλού τετραγώνου άριθαου ϊσην προς μχ—γ. Τότε θα είναι γ3=χ9-|-(μχ— γ)1· 

Έκ ταύτης είναι χ = . , , . 
μ 9 +1 

Δι* αντικαταστάσεως της ευρεθείσης τιμής του χ είς τήν (1) ευρίσκεται ό δεύτερος 

[ V ( Q » _ D η» 

,J.i · Επομένως ό δοθείς τετράγωνος αρι
θμός άνελύθη είς άθροισμα δύο τετραγώνων αριθμών, ήτοι είναι 

MÄ-M-W-T » 
Δίδοντες είς τον μ τάς τιμάς 2, 3, 4 . . . . άναλύομεν τον γ* είς άθροισμα δύο 

τετραγώνων κατ* απείρους τρόπους. 
(Σημείωσις. Έάν είς τήν σχέσιν (2) άπαλείψωμεν τους παρονομαστάς εύρίσκομεν 

(μ'+1)'=(2μ)»+<μ9-1)', (3). 

Έάν μ = — , ή σχέσις (3) γίνεται 
Π 

(ni8+nï)9=(2mn)»+(m!»-n*)s, {4). 
Ό τύπος (4) παρέχει δλας τάς άκεραίας λύσεις της έξισώσεως z 9 =x a +y', ήτοι 

άπάσας τάς τριάδας ακεραίων αριθμών, οϊτινες έπαληθεύουσι το Πυθαγόρειον θεώρημα 
καΐ είναι ταυτόσημος προς τον Εύκλείδειον τύπον Χ, 28, Λήμμα 1. Τήν σχέσιν (4) χρη
σιμοποιεί ό Διόφαντος είς το προκείμενον 19ον πρόβλημα του 3ου βιβλίου)]. 

Άφου λοιπόν υπενθυμίζει δτι έμάθομεν πώς δοθείς τετράγωνος αναλύεται είς 
άθροισμα δύο τετραγώνων κατά πολλούς τρόπους, λαμβάνει δυο ορθογώνια τρίγωνα 
των οποίων αί πλευραΐ να έκφράζωνται ύπό ελαχίστων αριθμών, οίον τών 3, 4, 5 καΐ 
5, 12, 13. 01 αριθμοί οδτοι λαμβάνονται έκ του τύπου του αποδιδόμενου είς τον 
Πυθαγόραν 

μΐ _|_ ( - ^ - J = ( - ^ Γ - ) · δ π ο υ μ περιττός, 

(ενταύθα πρώτον 3 καΐ κατόπιν 5). 
Πολλαπλασιάζει έκαστον τών ληφθέντων αριθμών επί τήν ύποτείνουσαν του 

άλλου τριγώνου, οπότε Ιχει 39, 52, 65 καΐ 25, 60, 65 ήτοι έχει δύο ορθογώνια τρίγωνα 
Εχοντα τάς ΰποτεινούσας Τσας. Μένει να εορη άλλα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχοντα 
τον 65 ώς ύποτείνουσαν. Ό 65, λέγει, αναλύεται είς άθροισμα δύο τετραγώνων κατά δύο 
τρόπους, ήτοι είναι 65=49-f7' καί 65=8 9 +1 9 . ΤοΟτο δέ συμβαίνει επειδή 65=5.13 
καΐ είναι 5=1»+29 καί 13=29+3».— 

Σχηματίζει τώρα δύο ορθογώνια τρίγωνα, το μέν έκ τών αριθμών (7, 4), το δέ έκ 
τών αριθμών (8, 1) χρησιμοποιών τήν ταυτότητα, τήν οποίαν έμνημονεύσαμεν ανωτέρω, 
τήν (2mn)9+(m9— n9)9=(m9-r-n9)9. 

Τό έκ τών δύο αριθμών 7 καί 4 λαμβανόμενον κατά τήν ανωτέρω ταυτότητα τρί
τον όρθογώνιον τρίγωνον ( m=7, n=4), έχει πλευράς (33, 56, 65), έν φ το έκ τών δύο 
αριθμών 8 καί 1 λαμβανόμενον ομοίως τέταρτον όρθογώνιον τρίγωνον έχει πλευράς 
(16, 63, 65). 
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Κατά συνέπειαν τα τέσσαρα ορθογώνια τρίγωνα τα έχοντα τήν αυτήν οποτείνου-
σαν65εΤναι (39, 52, 65), (25, 60, 65), (33, 56, 65), (16, 63, 65). 

Επανέρχεται τώρα είς το άρχικόν πρόβλημα καΐ θέτει το & θρόισμα των ζητου
μένων άγνωστων (y+H-ω+φ) = 65χ, (5), καΐ έ*καστον των ζητουμένων άγνωστων 
Ισον προς το τετραπλάσιον του εμβαδού έκαστου ορθογωνίου τριγώνου, συναρτήσει 
του χ», ήτοι 

4 . 3 9 . 5 2 . . . „ . 4 . 25 . 60 „ , _ ο η η η „ , 
y = χ'=4056χ», z = 5 x»=3uuUx,

1 

ω= 
4 . 33 . 56 . „ ^ . 4 . 16 . 63 

χ»=3696χ», φ=-^-^-^=χ'=2016χ». 

Δι" αντικαταστάσεως είς τήν (5) λαμβάνει 12768χ»=65χ, έξης χ = -^^. 

ΚαΙ δι* αντικαταστάσεως τέλος της τιμής τοΟ χ είς τάς προηγούμενος τιμάς των 
άγνωστων είναι 

y = 17136600 : ξ' , ζ = 12675000 : ξ» 

ω = 15615600 : ξ» , φ = 8517600 : ξ» 

δπου ξ» = (12768)» = 163 021 824. 

Έπαλήθευσις 

ΚαλοΟμεν α,β,γ,δ τάς τιμάς των αριθμητών των άγνωστων καΐ άναλύομεν αυ· 
τάς, το άθροισμα των, ως καΐ τον παρονόμασαν (το ξ") είς γινόμενα παραγόντων, 
οπότε Ιχομεν 

α = 17 136 600 = 2·. 3. 5». 13«, β = 12 675 000 = 2» 3 . 5*. 13», 

γ = 15 615 600 = 2*. 3.5». 11.13», δ = 8 517 600 = 2». 3». 5». 7 .13», 

(α+β+γ+δ) - 53 944 800 = 2·. 3 . 5». 7.13». 19, ξ» = 163 021 824 = 2'°. 3». 7». 19». 

Έκ των σχέσεων (1, 2, 3, 4) λαμβάνομεν αντιστοίχως 

53 944 800 V , 17 136 600 / 53 944 800 \» , 
1 } V 163 021 824 / * 163 021 824 

(2». 3 . 5». 7 .13». 19)' ± 2». 3 . 5'. 13*. 2". 3». 7'. 19» 
(163 021 824)» 

2". 3». 5». 7». 13*. 19' (5' ± 2». 3) 
(163 021 824)» 

—Τ" 

Ό αριθμητής γίνεται 

2». 3». 5». 7». 13*. 19». 7' = (32 . 3 . 5. 49.169.19)» = (75 522 720)' 

καί 2". 3». 5». 7». 13*. 19» = (32. 3 . 5 . 7.169 .19)» = (10 788 960)'. 

Επομένως είναι 

)" 
75 522 720 

163 021 824 

10 788 960 Υ« 

163 021 824 / 
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53 944 800 \» . 12 675 000 
• ) " * 163 021 824 / * 163 021 824 

(25. 3 . 5». 7 .13». 19)» ± 2s. 3.55.13». 210. 3». 7». 19* 
(163 021 824)» 

210. 3». 5*. 7'. 13». 19' (13» ± 2». 3 . 5) 
(163 021 824)» 

/ 70 543 200 y 

V 163 021 824 / 

/ 29 047 200 \» 
V 163 021 824 / 

3) 
53 944 800 

) * 
15 615 600 

163 021 824 / •*• 163 021 824 

(2s. 3. 5». 7 .13». 19)»± 2*. 3 . 5». 7 . 11 . 13». 210. 3». 7». 19» 
(163 021 824)» 

210. 3». 5». 7». 13». 19»(5». 13»± 2*. 3 . 7 . 11) 
(163 021 824)» 

/ 73 862 880 \» 
\ 163 021 824 / 
/ 19 088 160 \« 
V 163 021 824 / 

4) 
53 944 800 

) " * 
8 517 600 

163 021 824 / * 163 021 824 

(25. 3. 5». 7 . 13». 19)»± 26. 3». 5». 7 .13». 210. 3». 7». 19» 
(163 021 824)» 

21·. 3». 5». 7». 13*. 19»(5». 13»± 2s. 3». 7) = 

/ 65 563 680 \» 
V 163 021 824 ) 
( 39 006 240 \» 
V 163 021 824 / 

19 



ΕΥΑΓΓΕΛΟΥ Σ. ΣΤΑΜΑΤΗ 

ΑΙ ΑΝΑΛΟΠΑΙ TQN ΑΡΧΑΙΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ 

ΚΑΙ Η ΣΧΕΣΙΣ ΤΗΣ ΑΡΜΟΝΙΚΗΣ ΑΝΑΛΟΠΑΣ 

ΠΡΟΣ ΤΟΝ ΤΥΠΟΝ ΤΩΝ ΚΟΙΛΩΝ ΣΦΑΙΡΙΚΩΝ ΚΑΤΟΠΤΡΩΝ 

"0 Ίάμβλιχος, νεοπλατωνικός φιλόσοφος των αρχών του 4ου αΙώνος μ.Χ., 
(έκ Χαλκίδος της Συρίας καταγόμενος), είς τήν πραγματείαν αύτοΰ «Περί της 
Νικόμαχου Αριθμητικής Είσαγωγής» (Η. Pistelli, σελ. 100) λέγει δτι επί της 
παλαιάς Ιποχής του Πυθαγόρου διέκρινον βίς τα μαθηματικά τρεϊς μεσότητας 
(δηλ. αναλογίας), τήν άριθμητικήν, τήν γεωμετρικήν καΐ τήν ΰπεναντίαν, ή δποία 
μετωνομάσθη υπό των περί τον Άρχΰταν καΐ τον "Ιππασον αρμονική. Άφοΰ δέ 
μετεβλήθη το δνομα της ύπεναντίας εις αρμονικήν, οί περί τον Εΰδοξον μαθημα
τικοί προσανευρόντες άλλας τρεις αναλογίας ακόμη ώνόμασαν ΰπεναντίαν τήν τε-
τάρτην. OÎ νεώτεροι δέ εΰρον ακόμη αλλάς τεσσάρας αναλογίας. [Μόναι δέ το 
παλαιόν τρεις ήσαν μεσότητες επί Πυθαγόρου και των κατ* αυτόν μαθηματικών, 
αριθμητική τε και ή γεωμετρική και ή ποτέ μεν ΰπεναντία λεγομένη τη τάξει 
τρίτη, υπό δέ τών περί "Αρχΰταν αΰθις καΐ "Ιππασον αρμονική μετακληθεΐσα, 
δτι τους κατά το ήρμοσμένον καΐ εμμελές Ιφαίνετο λόγους περιέχουσα . . . . Άλ· 
λαγέντος δέ του Ονόματος οί μετά ταΰτα περί Εΰδοξον μαθηματικοί άλλας τρεις 
προσανευρόντες μεσότητας τήν τετάρτην Ιδίως ΰπεναντίαν έκάλεσαν . . . . ot δε 
νεώτεροι τεσσάρας αλλάς τινας προσανεΰρον, Ικ τών δρων καΐ τών διαστημάτων 
προστεχνησάμενοι τήν εΰρεσιν αυτών]. 

Τάς δέκα ως ανω αναλογίας εκθέτει ως έξης δ Νικόμαχος ό Γερασηνός είς 
τήν πραγματείαν αΰτοΰ 'Αριθμητική Εισαγωγή (R. Hoche, σελ. 144) : 

«Έπί κεφαλαίου τοίνυν οι τών δέκα αναλογιών δροι έκκείσ&ωοαν νφ* εν 
παράδειγμα προς το ενσννοπτον*. 
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Ερμηνεύει δε καταλλήλως δ Νικόμαχος τον σχηματισμόν εκάστης αναλογίας 

χρησιμοποιων ώς παραδείγματα εφαρμογής τούς^άνωτέρω αριθμούς. 

Κατά σημερινήν διατΰπωσιν, αν θεωρήσωμεν τους αριθμούς a, b, c, δπου 

a ] > b ^ c . αϊ δέκα άναλογίαι είναι αΐ κάτωθι : 

1. 

2. 

3. 

4. 

5 
υ· 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

a—b 

b - c 

a—b 

b - c 

a - b 

b - c 

a—b 

b - c 

a—b 

b — e 

a—b 

b - c 

a—e 

b - c ~ 

a—e __ 

a—b 

a—e 

b - c -

a—e 

a—b 

a 

a 

a 

b 

a 

e 

e 

a 

e 

b ' 

_b̂  

a 

a 

e 

a 

e 

e 

b_ 

e 

__ b 

" b 

b = 

__ e 
I 

c 
__b^ 

1 

e 

2ac 

a-j-c ' 

ή a— b = b — e , 

1 , 1 2 

a c b 

aM-c 3 , — — — = b 
a-f-c 

a = b + c _ _ 

c = a - f - b — -τ
ο 

c a —2ac—ab 

a s + c s = a ( b + c ) 

b»-fca=c(a+b) 

a=bH-c. 

a + c = s 2 b » αριθμητική 

a c = b a , γεωμετρική 

αρμονική 

[Σ η μ ε ί ω σ ι ς : Οι αριθμοί της (εξ αριστερών) τρίτης στήλης των άρι 

θμητικών παραδειγμάτων του Νικόμαχου αντιστοιχούν είς το a της ανωτέρω συγ-

ρόνου διατυπώσεως, οι της δευτέρας στήλης είς το b και οι της πρώτης είς το c ] . 

Ό Νικόμαχος γράφει, δτι τήν δνομασίαν της τρίτης αναλογίας, (τήν αρμο-

νικήν), τινές τήν αποδίδουν είς τον Φιλόλαον (Τινές δέ αυτήν άρμονικήν καλεί-

σθαι νομίζουσιν ακολούθως Φιλολάω από τοΰ παρέπεσθαι πάση γεωμετρική αρ

μονία . . . ), (R. H O C H E , σελ. 135, 10), Ιν φ δ Ίάμβλιχος, αναφέρει, δτι ή 

ονομασία της τρίτης αναλογίας είς άρμονικήν αναφέρεται υπό τοΰ Άρχΰτου και 

τοΰ "Ιππάσου. Και δια μεν τον "Ιππασον δεν υπάρχει άλλη συναφής επιβεβαιω

τική πληροφορία, εν φ δια τον Άρχύταν υπάρχει ή μαρτυρία τοΰ Πορφυρίου 

(Είς Πτολεμαίου 'Αρμονικά σ. 82, Η. Diels, Fragmente d. Vor. Ι σελ. 435, 

1951) έχουσα ώς έξης : 

«μέσαι δε εντι τρις τξ, μοναικξ,, μία μεν αρι&μητικά, δευτέρα δε ά γεωμε" 

τρικάί τρίτα δ* νπεναντία, αν καλέοντι άρμονικάν. αριϋμητικά μεν, δκκα εωντι 
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τρεις δροι κατά τάν rotar ΰπεροχαν ανά λόγον' φ πρατος δεύτερον υπερέχει, τούτφ 

δεύτερος τρίτου υπερέχει, και èv ταύτα ^ τ α / αναλόγιο: ουμπίπτει ημεν το των 

μειζόνων δρων διάστημα μείον, το δε των μειόνων μείζον, ά γεωμετρικά δε, δκκα 

ϊωντι 61ος δ πρατος ποτι τον δεύτερον, και 6 δεύτερος ποτι τον τρίτον, τούτων δ' 

ol μείζονες ίσον ποιούνται το διάστημα και οι μείονς. α δ" ύπεναντία, αν κάλου' 

μεν αρμονικάν, δκκα εωντι ^τοϊοΐ φ^> ο πράτος δρος υπερέχει τοϋ δευτέρου 

αύταύτου μέρει, τούτφ 6 μέσος του τρίτου υπερέχει του τρίτου μέρει· γίνεται δ3 êv 
ταύτα τξ. αναλόγιο: το των μειζόνων δρων διάστημα μείζον, το «3έ των μειόνων 

μείον*. 

Ε ρ μ η ν ε ί α : ΕΙς δε τήν μουσικήν υπάρχουν τρεΐς άναλογίαι, μία μεν 

αριθμητική, δευτέρα δε ή γεωμετρική, τρίτη δε ή ΰπεναντία, τήν Οποίαν κάλου-

σιν άρμονικήν. Ή αριθμητική μεν δταν υπάρχουν τρεΐς εν συνεχείς αριθμοί, 

τών οποίων ή διαφορά (ανά δυο, εν συνεχείς) §χει τον αυτόν λόγον* δ,τι δηλ. 

υπερέχει δ πρώτος του δευτέρου, τόσον υπερέχει δ δεύτερος του τρίτου. Και είς 

τήν άναλογίαν αυτήν συμβαίνει, ώστε το (μουσικον) διάστημα των μεγαλυτέρων 

δρων (αριθμών) να είναι μικρότερον, το δέ τών μικρότερων δρων να είναι μέγα· 

λύτερον. Ή γεωμετρική δέ δταν είναι ως δ πρώτος προς τον δεύτερον, οΰτως δ 

δεύτερος προς τον τρίτον. Οι μεγαλύτεροι δέ Ικ τούτων έχουν το αυτό διάστημα, 

δπως καΐ οί μικρότεροι Ή δέ ΰπεναντία, τήν δποΐαν καλοΰμεν άρμονικήν, δταν 

δ πρώτος δρος ΰπερέχη του δευτέρου κατά τόσον ίδικόν του (του πρώτου) μέρος, 

τόσον Ιδικόν του μέρος δ μέσος υπερέχει του τρίτου. Γίνεται δέ είς τήν άναλο

γίαν αυτήν το διάστημα τών μεγαλυτέρων μεγαλΰτερον, το δέ τών μικρότερων 

μικρότερον. 

"Αν δηλ. υπάρχουν τρεΐςάριθμοί a^>b^>c υπάρχει κατά τον Άρχΰταν άρ-

μονική αναλογία δταν a = b H (δ a υπερέχει του b κατά μέρος αΰταύτου, 
n 

κατά κλάσμα του έαυτοΰ του, δηλ. του a ( n = 2 , 3, 4, . . .) καΐ b = c H . Έ κ 
n 

a e 
τών σχέσεων τούτων λαμβάνομεν a - b = — και b — c = — . Και δια διαι-

n n 

ρέσεως τούτων κατά μέλη είναι —; = — , εκ ταύτης δέ είναι 
b — e e 

1 1 1 1 „ 1 . 1 2 Μ. ,fc , . 2ac . 
— = - , ή = — . , ( 1 ) , Ιξ ής b^= , είναι 

a b b e a e b a-f-c 

το άρμονικον μέσον τών αριθμών a, e. Έ ά ν είς τήν ανωτέρω άρμονικήν άναλο

γίαν θέσωμεν a = 1 2 , c = 6 θα Ιχωμεν b = 8 ως άρμονικον μέσον τών αριθ

μών 6 καΐ 12. Το άριθμητικον μέσον τών δύο τούτων αριθμών είναι 9. Έ κ 

τών τεσσάρων δμως τούτων αριθμών δ, 8, 9, 12 σχηματίζεται ή μουσική ανα

λογία 6 : 8 = 9 : 12 Ικ της δποίας δ Πυθαγόρας κατεσκεύασε τήν μουσικήν 

Πυθαγόρειον κλίμακα. 

Ενταύθα παρατηροΰμεν, δτι εάν θεωρήσωμεν κοίλον σφαιρικον κάτοπτρον 
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ακτΐνος καμπυλότητος b καΐ φωτεινον άντικείμενον κείμενον επί τον κυρίου άξο
νος του κατόπτρου (έστω πέρα του κέντρου καμπυλότητος) είς άπόστασιν a άπο 
της κορυφής του κατόπτρου, Ιν ώ το εΐδωλον του αντικειμένου σχηματίζεται είς 
άπόστασιν e από της κορυφής του κατόπτρου, ή σχέσις ή συνδέουσα τα τρία 

1 1 2 
ταΰτα μεγέθη εκφράζεται δια της αρμονικής αναλογίας 1 = τ - , ήτοι ή 

a e ο 
άκτίς καμπυλότητος του κοίλου σφαιρικού κατόπτρου είναι το άρμονικόν μέσον 
των αποστάσεων του αντικειμένου και του ειδώλου αυτοί) από της κορυφής του 
κατόπτρου. Δυνάμεθα δηλονότι να εΐπωμεν δτι δ μαθηματικός νόμος καθ* δν 
σχηματίζονται τα εϊδωλα των φωτεινών αντικειμένων είς τον δφθαλμόν είναι 
δ αυτός προς τον νόμον καθ* δν σχηματίζονται οί φθόγγοι της μουσικής, εφ" δσον 
το (Ιρμονικόν μέσον είναι είς δρος της μουσικής αναλογίας §κ τής οποίας κα
τασκευάζεται ή μουσική κλΐμαξ. 
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